Préliminaires : ENSET &2

25 janvier 2019

1 Pour la partie III

Soit A € M,(C) une matrice nilpotente de rang n — 1, d’endomorphisme
associé f dans la base canonique de C™.

a) Montrer que, pour tout entier naturel 4, dimKer(f**+) < dimKer(f?) + 1.
On pourra regarder la restriction de f & Im(f%).

b) Que dire si Ker(f*) = Ker(fi*1)?

c) Montrer que f*~! # 0 et en déduire que A est semblable & la matrice N
dont tous les termes sont nuls sauf ceux de la surdiagonale qui valent 1.
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Partie | : Etude des produits de réflexions planes

1) 2 ext Tensemble des matriees de réflexion de taille 2 x 2, Ces matrices sont diagonalisables et de valeurs propres 1
o =1 ATy & trods elasses de stmilitude, eolle de 1, colle do —T yet celle de S les denx premicres sont réduites & un seul
clément car tonte watrice semblable & une matrice scalaire ost clle-meme scalaire. ¢

2% Une watrivce M de déterminant =1 ot de trace nulle a un polynome caractéristique égal & X2 —1; le théoréme
de Cayley-Hamilton, dans ce cas dlémentaire, assure que I'on a M2 = I, done que .M est dans Q. Sa trace étant nulle,
Ale u\:\"( pas scalaire, done il s'agit d'une matrice de la classe de S. Nous pouvons donc représenter cette classe sous la

N \ y " . . 3 ’) . R
torme k' L) avee —a? = be = 1L Nous ¥ trouvons toutes les matrices de la forme ( 0 ,.> Jleurs transposées, et
\ - h
a b

"
onfin toutes les n
_l_it;z_ —a

3% Notons d'abord que st A= PAP dlors A = QAQ! = (QPRQ™H(QATIQ™H)QPTIQ) = P'AT P! ge
sorte que la classe de similitude de . est formée de matrices semblables & leur inverse. Discutons maintenant sclon los -
valours propres de A,

A On peut avoir A = I, avee trA = 2 ot dot A = L.

b)Y Ou peut aussi avoir 4 = =71, avee tr A = —2ctdetA=1,

@ Une autre passibilité est fournie par les valeurs propres 1 et —1; A est alors semblable & S: tr 4 = 0 et det 4 = —1.
d) Ui autre cas est celui od A admet pour valeurs propres st ot !1—‘, p éant différent de 1, —1; A est alors élément de

la classe de Dy 1 vient tr . = n+ 2—1 (nombre complexe quelconque) et det A = 1.

@) Le dernier cas nous est fourni avee .4 non diagonalisable, donc

avec une valeur propre double qui doit valoir 1 ou —1.
En prenant une base de la forme

(€1, €2), ¢ étant vecteur propre de A, on trouve une matrice semblable de la forme

fl a =1 a i 9 g N
0 1) ou k 0 ) vecaF 0. Dans la base (aey, €2) il vient une matrice semblable & A de la forme J; ou J_;
~ . . -1 1 -1 N
Ces matrices conviennent (J! = 01 semblable & Jp).
1) Reéciproquement, suppasons que l'on ait det 4 = 1 ; si A est diagonalisable on parvient & 1'une des solutions envisagées

an 3%a, 3°%h, 3°d et sinon A est semblable & J1 ou J_y, qui toutes conviennent. De méme, sidet 4 = —1 et trd =0on
a deux valeurs propres 1 et —1, et A convient. 4

1% J; est-dans Q2

Il suffit de poser B = S ot de caleuler € = BJ; = é _11) i on vérifie directement que €2 = I.
En général, pour avoir une décomposition de la forme J1 = BC avee B, C dans , on ne peut pas prendre B = =] ni
C =1, car J; n'est pas diagonalisable tandis que B et C le sont. 1l faut done prendre B et ¢ dans la classe de S. Or,
J1 doit envaoyer ¢, sur lui-méme.

Premier cas: Si Cey = €, alors Bey = €71 les valeurs propres de B et C sont 1,—1, donc on a B = ((1) _bl) et
C= (é _f1> ; en faisant le produit BC = J; on trouve ¢ — b = 1, s01t C = (é bj-ll)

Second cas: Si Ce; = —¢,, alors Bey = —e; donc B = (_01 i) et C = (_01 i) ; le produit BC = J; donne
c—b=-1,donc C = (_01 b: 1).

Troisiéme cas : Si €) n'est pas un vecteur propre de C,onae} =Ce et (

€1, C{L) est une base de C=. Comme (' est une
réﬂe.\'iou on a C-'E, =€. Mais B doit ramener ¢} sur e, et on a pour 1
1 1 1 l

a méme raison Bey = ¢1. Du coup, il vient B = ¢
ce qui ne méne pas au résultat voulu. ¢
Comparaison de 0% et ¥ : Soient d’abord B, (' appartenant & Q. On a (BC)~! = ¢-1B-1 = OB = C(BC)C™1,
donc BC' est semblable & son inverse; c'est-a-dire que Q°C 3.

Pour la réeiproque on commence par le

Lemme. Si B et C appartiennent 4 Q et U est inversible alors U/ BQU-!
a un produit de réflexions est elle-méme un produit
Preuve:iU BCU™! = UBU=UCU-! = B, et on a encore Bi=C{=11+

Ce lemme montre quil suffit de vérifier que I,—1,5, J; et les D, sont dans Q2. Pour les quatre premié¢res matrices ¢’est
immédiat ou accompli. En ce qui concerne Dy, on constate que A A, = Dyy,, tandis que A2 =Dy =1. ¢

appartient 3 Q% : toute matrice semblable
de réflexions.
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S i " < ] x réflexions. |
Les matrices 2 x 2 semblables 2 leurs inverses sont exactement los produits de deux

Partie Il : Un bloc de Jordan comme produit de deux rélexions

1°) A est inversible comme

produit de deux matrices inversibles. Elle est semblable 2 son inverse (preuve au 4 ). ¢
2°) AV =MV = g-ly =

%V = CBV = %V = BCBV = %BV ct aussi en prémultipliant par B: CV = ABV, donc

BV et CV sont vecteurs propres de A pour la valeur propre % ¢

o . . . 1 1 " es
3°) Si A = I on n'insiste pas. Sinon, A ayant la valeur propre 1 avec un espace propre de dimension 1, BV est
nécessairement 1ié 4 V' puisque A=1= 1

x = 1. De plus, les valeurs propres de B et ' ne peuvent valoir que 1 ou —1.

En fin de compte, on a soit AV=BV=CV=Vsoit AV =V = —BV =-CV.+

4°) Cas du bloc de Jordan.

a) La question II3° s’applique ici; ainsi, B ot C ont ¢1 comme vecteur propre car c'est la seule direction du noyau de
A =TI, (Iécrire).

Inversement, si 1% ost un vecteur propre commun de B ct 7, il st vecteur propre de A et clest e;. ¢

™ : . . g %
b) Nous pouvons supposer que le vecteur e est propre pour B et C' avec la valeur propre 1, car sinon on se raméne i
ce cas en changeant B en —B ot ' en -C.

Soit Ey I'espace propre de la valeur propre 1 pour B et Fy celui qui correspond pour €' ; de méme, E_; et F_;. Nous

avons ainsi Ey ﬂ.F1 = Vect(e1), ExNF_y = {0} = FINE_y = E_;NF_y, ce qui impose d’aprés la formule de Grassmann
que dim Ey + dim F_; < n, soit dim Ey < n~dimF_y = dimFy. Par symétrie on a dim E; = dimF} et aussitot

dim E‘_l S <.iim FT" Les matrices B et ¢ étant diagonalisables, avec les mémes valeurs propres et des espaces propres
de mémes dimensions, sont bien semblables,

On a aussi dim(E; + Fi)=dimE; +dim F, — 1 = 2dim Ey-1g

n, soit dim E; < "—,",Ll, tandis que dim(E_; + F_;) =
dmE_; +dimF_; = 2dim E_,

Sy soit dimE_y € 2. Le total de ces deux dimensions doit donner n, donc
* sin=2p: dimFE, = dim F=dimE_; =dimF_;=p
¢ sin=2p+1: dimE, = dimFy=p+1letdimE_; = dimF_; =p.

¢) On peut noter que la structure de B of C est quasim
1

0

0
derniére ligne de B ct C st (0,0,¢) avec £ = +1.
Casn = 3. Ainsi, B et C sont triangulaires supérieures

T 74 ’ '
blocs: B = (% ‘, ) ,C= (% Iz - Le produit par blocs améne B* = C*2 = I, et B'C’ = Jy, situation qui a été

traitée au I4°. En particulier, B’ et ¢’ doivent avoir la valeur propre —1, ce qui oblige ¢ & valoir 1. On peut aussi « lire »
les blocs en isolant la premiére colonne au lieu de la derni¢re ; la méme analyse est possible. Compte-tenu de I’ensemble
de ces observations, la structure des matrices B et € est donc la suivante :

1 b u 1 b+1 w (@) 2u+bv=0
B=[0 -1 v|,C=(0 -1 wv—=1] avec (B) 2w+ (d+1)(r-1)=0
0 0 1 0 0 1 (1) w+w+br-1)=0

mais (o) + (3) — 2(y) donne v — 14+ b = 0. Parmi les solutions il ¥y en a deux qui sont trés simples, obtenues avec

ent fixée par blocs. La premiére colonne cst obligatoirement

pour B et C. En transposant tout et en appliquant & nouveau 1’ar ment du vecteur invariant, on voit que la
pPphiq gu q

avec une diagonale faite de 1 et —1. Du coup, on peut écrire en

b=0,v=1u=0,w=00ub=1,v=0,u=0,w=1, et une autre assez simpleavec b=—1,v =2, u=1,w =0.
De plus, on peut changer le signe de B et C'. Ce qui nous donne ces quelques solutions :
110 1 00 1 1 0 1 1 0 1 2 1
01 1)=]0 -1 1|x[0 =1 0)=]0 -1 0] x (0 -1 -1
0 01 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1
1 -11 1 0 -1 1 -1 -10 0
=10 -1 2)x[0 -1 1J=[0 1 =2|x[0 1 =1
0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Cas n = 4. On s’inspire des remarques antéricures : on peut «lire» dans une éventuelle solution de taille 4 des solutions
en taille 3 tant & partir du « coin nord-ouest» qu'a partir du «coin sud-cst». D’autre part, on sait qu’ici B ot C ont
chacune 1 et —1 comme valeur propre double. On commence donc par mettre dans le coin nord-ouest l.a pycnnére des
solutions précédentes, ce qui oblige a écrire la derniére dans le coin sud-est. Le coefficient restant est arbitraire, on peut
le choisir nuyl. Soit :

1100 10 0 0 1 10 0 = 10 0 0
0110 0 -1 1 -1 0 =10 0 _f0 1 =23} (0 1 -11
0011) fo 0o 1-2)%to 0o 1 <10 0 -1 3 0 0 -1 2
000 1 0 0 0 —1 0 0 0 -1 0 0 0 1 00 0 1
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‘asn =3, o e : - .
Cas n = 5. On recommence avee |a méthode de superposition. 11 vient :

L1000 1 0 0 0 0 1 1 0 0 O
01100 0 -1 1 =11 0 -1 0 0 0
00 100f=]0o 0 1 =23[x]0o 0 1 -11
00011 0 0 0 -1 3 0 0 0 -1 2
00001 00 0 0 1 0 0 0 0 1

d) 1 est clair, d’apréds los exemples précédents, qu'un mécanisme de parité est & Pecuvre en combinaison avee

des coeflicients du binome. Modélisons I'espace C comme Cp_;[Y]. I’endomorphisme associé & A = An peut se

comprendre comme id +@, avee (X*) = X*=1 ou en général $(P) = E‘_\@ L’endomorphisme associé¢ a B =

I -1 1 -1
0 -1 2 -3 ..
8 g Lo=3 o est simple, c’est, P = P(—X —1). Quant & I'endomorphisme associé & Ch, il est obtenu comme
0 -1
0) s sze 0 el vre @ ket
Ca = Byo(id+d); encffet, By o (id+®)(X*) = By (Y* + X4 1) = (-X - f 4+ (-X - k=t = (=1 X (X + 1%
1 0 0 0 ...
. 0 -1 41 =1
ce qui correspond bien A la matrice ¢, = [0 0 +1 =2 . On vérifie sans peine que BE = I et il en résulte
0 0 -1
0 L0

que B,C, = B o (id +0) = id +® = A. Enfin, le calcul de C? est facile si on travaille par blocs,' restreignant C,, au
sous-cspace formé des polynémes P tels que P(0) = 0: la matrice de cette restriction est l'opposée de By, _1, donc de
carré 'identité. Clest ainsi que

ch probleme de décomposition de J,, 1 en produit de deux réflexions a toujours une solution.

Partie 111

1°) Cas ot 4 a une seule valeur propre.
Si A admet une et une seule valeur propre, associée & un espace propre de dimension 1, cette valeur propre doit étre

égale 4 son inverse, donc & 1 ou —1. On peut se ramener au cas de la valeur propre 1 quitte a changer A en —A (et B
en —B). A ce compte, N = A — I est nilpotente, de rang n — 1. On vérifie que les rangs des N* décroissent strictement
(si rg Nk = rg N¥+1 alors Im N* = Im ¥+ et N ne parvient plus & étre nilpotente & moins que Im N* ={0}), cc qui
améne N"=1 2 0. On prend e; dans ImA™~1, ey = N !(e,) et ex = N ¥(en); il ne reste plsu qu’a vérifier que
ces vecteurs forment une base, ce qui est aisé. On en déduit que la matrice de A est semblable & Jp 3. On a vu a la
question I14°d que 'on peut éerire J, 1 = BC'; la similitude donne (lemme ci-dessus) une décomposition 4 = By ('
avec Bf=C{=1.+¢

2°) Cas olt A a deux valeurs propres.

a) Nous avons les valeurs propres de A et A~! qui doivent étre les mémes, done p = % puisque A # % De plus,

1

les espaces propres de A et A~! ont méme dimension, donc ’espace propre associé a la valeur propre g est aussi une

droite. ¢
b) .4 et A~! étant semblables, A a mémes multiplicités dans les polynémes caractéristiques de A et A~1. Cependant,

on a

a1 (X) =det(A™ = X1) = X" det(47Y) dct(%[ —A) = (=X)" det A,\f,,(%)

ce qui prouve que A et 2 ont mémes multiplicités comme racines du polynéme caractéristique de A. Toujours par
similitude de A et /4=, leurs sous-espaces caractéristiques (pour la méme valeur propre \) ont méme dimension; on a

en fait

Kx (A1) = Ker(A™ = AD)* = Ker(f — AA)® = Ker(4 — izyx = K, (A)

ce qui nous assure que [ ,(A) et K)(A) ont méme dimension. Cependant, leur somme est directe et donne C* par
hypothése (A ayant seulement deux valeurs propres). Finalement, n doit étre pair. +

¢) Sur K (A) I'endomorphisme associé & A agit comme AT+ N, N étant nilpotent d'indice 2 (puisque ’espace propre de
A associé & la valeur propre A, noyau de N, doit étre de dimension 1). On peut donc trouver une base de ce sous-espace
rendant la matrice de A de la forme (A — 1)Ji + Ji 1, avec k = 2. Le méme phénomene va se produire sur K, (A). ¢

d) Notons Ay (resp. A,) I'endomorphisme induit sur Kx(A) (resp. K,(A)). Considérons A;!: sa seule valeur propre
est p=1 = ), et son espace propre associé est de dimension 1 (méme argument qu’en I12°). On peut lui appliquer la
méme réduction qu'a Ay, et il apparait que A, est semblable (ou conjugué) & A;l. En prenant une base appropriée pour

K,(A), on peut trouver une matrice semblable 4 A de la forme (%f A {0_1 ), M étant un bloc de Jordan comme i la
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question préeddente (des A sur la diagonale, des 1 juste au-dessus et 0 ailleurs). Cette matrice peut se factoriser ais¢ment :
(l\! 0 ) (

-1 .
0 y-1) = (I) é) X ( ? / ‘”0 > et on vérifie - toujours par produit par blocs - que les deux matrices figurant

dans le produit A droite sont de carré I. Ainsi, A cst bien semblable & un produit de réflexions, donc (lemme antéricur)
est un produit de réflexions.

Conclusion. Tl semble que toute matrice semblable & son inverse soit produit de réflexions, et inversement ; mais on
ne I'a prouvé que dans des cas particuliers.
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